XII Quantum Physics II
1. Atomic spectrum

原子激發後發出的光，可以使我們了解原子結構的動力性質。但令人驚訝地，原子所發出的光的波長並不是連續的，而是形成離散的譜線，稱之為原子光譜。
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這個光譜可以了解為來自分立的能階之間的躍遷所發出：
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這些能階可以一個自然數n來標記，能階的能量是反比於n平方：
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這個公式成功地描寫了氫原子光譜，但顯然從電子的古典粒子圖像，完全沒有辦法解釋這個公式的原因。
2. Wave Equation

量子力學中的粒子，它的動力行為，也就是它的性質隨時間變化的形式，是由波函數（Wave Function）
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來描述決定的。所有的波函數構成一個如向量空間一般的泛函空間。正如一般向量一樣，一個波函數可以是由兩個性質各自確定而彼此不相容的波函數疊加而成，這和古典的粒子非常不一樣。比如雙狹縫干涉實驗中到達屏幕的電子之波函數，就是由通過狹縫1及通過狹縫2（從古典粒子的角度來看兩者不互容）的兩個波函數疊加而成。
波函數的動力性質是由波方程式來決定，要猜測物質波的波方程式，唯一的指引就是波長頻率與粒子動量能量的關係：
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對於粒子而言，能量與動量是有關係的：
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這個關係也就蘊含了物質波波長與頻率的色散關係：
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一般波的色散關係是由波方程式給定，所以由此單頻率波的色散關係出發，或許可以猜出普遍的物質波波方程式。考慮常見的單頻率波
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。將其對空間微分兩次就可以製造出色散關係中的兩次波長反比：
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然而要製造出一次的頻率f，就不容易，因為cosine函數的微分是sin函數。所以波函數對時間的一次微分並不與自己成正比。唯一的辦法是允許波函數成為複數，然後將單頻率波以虛數的指數函數表示為：
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如此則波函數的時間一次微分是正比於自己，比例常數即正比於一次的頻率：
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如此，由色散關係很容易得到一個波方程式：
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這就是薛丁格方程式。此方程式不直接寫出頻率與波長，因此適用於任何單頻率波以及他們的線性疊加，因此也就適用於任何的物質波。
3. Solving wave equation-Traveling wave
我們通常對於能量為一定值的解最有興趣，這些解的頻率固定：
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，因此其解與時間的相關可以被提出來：
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在此
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，如此與時間無關的函數
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滿足如下的微分方程式:
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此方程式有時也稱為薛丁格方程式。

當位能V是一常數時，
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，其解很簡單：
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在此                     
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所以當能量大於位能值時，k為實數，因此波函數可以寫成：
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這個解分別是向+x方向及向-x方向傳播的波，只是現在此波函數有實數部也有虛數部。這個解有單一的頻率與波長，因此有確定的能量與動量，對應到古典的沿+x方向及-x方向運動的自由粒子（受力為零）。有趣的是，和古典粒子不同，它的機率的位置分布是一個常數：
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所以它的位置是完全無法確定的。

如果能量小於位能值時，古典的粒子根本不能存在這樣的區域，然而在量子力學中，波函數還是有解：
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如此粒子不再是傳播的波，其波函數會隨位置而成指數遞減，因此機率分布也是如此：
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如果有如下圖之壁壘，古典的粒子會反彈，但電子卻可以有一定機會穿透壁壘到達壁壘的後方，穿透機率與壁壘厚度成指數相關
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。這現象稱為穿隧效應。
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4. Bound State

以上的自由粒子解，能量可以是任意直，但如果此電子其位置被一位能束縛於一個範圍之內，如同駐波一樣，其能量通常就不能是任意值，而出現能階的形式。

以下我們以一個簡化的例子來說明。
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